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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ПРОЦЕСУ РОЗГОНУ КОЛІСНОГО ТРАКТОРА З 

УРАХУВАННЯМ ПАЛИВОПОДАЧІ ТАРОБОТИ ГІДРОПІДТИСКНОЇ МУФТИ  
 

Моделювання роботи трансмісії базувалось на класичних підходах в дослідженні динамічної навантаженості 

силової установки з урахуванням роботи головної муфти зчеплення та гідропідтискних муфт. Як результат 

отримано залежності зміни техніко-експлуатаційних показників колісного трактора на етапі рушання та розгону. 

Практична значимість роботи полягає у можливості її використання при оцінці показників колісного трактора, 

який оснащується преселективною та гідрооб’ємно-механічною трансмісіями, а також трансмісією, яка 

використовує технологію подвійного зчеплення. 

Ключові слова: колісний трактор, розгін, головна муфта зчеплення, гідропідтискна муфта, математична 

модель, паливоподача, перемикання передач. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПРОЦЕССА РАЗГОНА КОЛЕСНОГО ТРАКТОРА 

С УЧЕТОМ ТОПЛИВОПОДАЧИ И РАБОТЫ ГИДРОПОДЖИМНОЙ МУФТЫ  
 

Моделирование работы трансмиссии базировалось на классических подходах в исследовании динамической 

нагрузки силовой установки с учетом работы главной муфты сцепления и гидроподжимных муфт. Как результат 

получены зависимости изменения технико-эксплуатационных показателей колесного трактора на этапе трогания 

и разгона. Практическая значимость работы заключается в возможности ее использования при оценке показателей 

колесного трактора, оснащаемого преселективной и гидрообъемно-механической трансмиссиями, а также 

трансмиссией, использующей технологию двойного сцепления. 

Ключевые слова: колесный трактор, разгон, главная муфта сцепления, гидроподжимная муфта, 

математическая модель, топливоподача, переключение передач. 

 

ɸ. ʂOZHUSHKO, O. TREMBACH, S. BOLTENKO 

 

MATHEMATICAL MODEL OF THE ACCELERATION PROCESS OF A WHEELED 

TRACTOR WITH CONSIDERING THE FUEL SUPPLY AND THE OPERATION OF THE 

HYDRO-CLAMPING CLUTCH 
 

Analysis of Ukrainian production of wheeled tractors shows its rapid decline, due to many reasons, the main of which 

is the obsolete use of tractor technology, which affects the technical and operational performance, ergonomic and others. 

Today, most foreign wheeled tractors use the latest technology in the design of internal combustion engines, transmissions 

and wheeled engines. In particular, there is a greater bias towards the use of continuously variable transmissions. In order 

to create real competition for domestic producers, it is necessary to implement modern solutions, which is not possible 

without quality cooperation with scientists. Therefore, the material of this article aims to form guidelines for mathematical 

modeling of the dynamics of the wheeled tractor, taking into account the operation of the main clutch, hydraulic clutch 

and fuel control in the internal combustion engine. In solving this goal, a technique was used that provided mathematical 

modeling of the crankshaft of an internal combustion engine with the available harmonic components, as well as the ability 

to control the fuel supply. The simulation of the transmission operation was based on classical approaches in the study of 

the dynamic load of the power plant, taking into account the operation of the main clutch and hydraulic clutches. As a 

result, the dependences of the change of technical and operational parameters of the wheeled tractor at the stage of start-

up and acceleration are obtained. The practical significance of the work lies in the possibility of its use in assessing the 

performance of a wheeled tractor, which is equipped with preselective and continuously variable transmissions, as well as 

a transmission that uses dual-clutch technology.  

Key words: wheeled tractor, acceleration, main clutch, hydraulic clutch, mathematical model, fuel supply, gear 

shifting. 
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Вступ. Зважаючи на світовий досвід необхідно відмітити, що розвиток такої галузі 

промисловості, як тракторобудування, сприяє підвищенню продовольчої незалежності та 

економічного зростання держави. Акцентуючи увагу на Україні, яку завжди вважали аграрною 

державою, експерти відмічають наявність усіх передумов до розвитку тракторобудування. За 

даними [1] сьогодні в Україні тракторобудування представлено продукцією таких моделей, як 

ХТЗ (ПАТ «Харківський тракторний завод»), ЮМЗ (Державне підприємство «Виробниче 

об'єднання «Південний машинобудівний завод» імені О. М. Макарова»), КИЙ 

(ТОВ «Укравтозапчастина»), ХТА «Слобожанец» (ТОВ «Слобожанська промислова 

компанія»), Vakula (ТОВ "ХАЗ «АГРОМАШ»), Січеслав (ТОВ «Січеславський тракторний 

завод»). Аналізуючи українську продукцію тракторів відмітимо, що моделі ХТЗ, ХТА 

«Слобожанец» та Vakula використовують технічні рішення ПАТ «Харківський тракторний 

завод», а інші будуються на базі МТЗ (КИЙ) або за рахунок китайських комплектуючих 

(Січеслав). Більшість з технічних рішень, які використовуються в продукції українського 

тракторобудування, потребують модернізації – про це свідчать результати (рис. 1) з матеріалу 

[2, 3].  

 
Рис. 1 – Випуск українських тракторів в Україні з 2003 – 2020 рр. 

З рис. 1 помітно, що з кожним роком випуск українських тракторів катастрофічно 

зменшується. Такому стану речей безперечно сприяє висока конкуренція з тракторами світових 

корпорацій, імпорть яких щорічно складає близько 5000 шт., при чому їх лінійка моделей 

доволі широка. Так, на Агро-2021 [4] були представлені оновлені моделі таких тракторів, як 

New Holland, Fendt, Massey Ferguson, Valtra, YTO, Claas, МТЗ, Arbos, ArmaTrac, Basak, Carraro, 

Deutz-Fahr, Farmer, Hattat, Landini, Lovol, LS та інші. Технічні рішення, яких перш за все 

направлені на збільшення тягової динаміки машинно-тракторних агрегатів, а також на 

підвищення ергономічних властивостей (комфортабельності) під час виконання тягових та 

транспортних робіт шляхом використання новітніх силових агрегатів.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Існує низька наукових робіт [5 – 12], 

присвячених розкриттю питань пов’язаних з динамікою перехідних процесів колісних 

тракторів. В яких перш за все досліджується робота основної муфти зчеплення та 

гідропідтискної, аналізується динамічна навантаженість елементів трансмісії.  

Однак динаміка зміни навантажень у трансмісії колісного трактора з урахуванням роботи 

двигуна внутрішнього згоряння на етапі виходу на транспортну швидкість досліджена не 

повною мірою. 

Мета дослідження, постановка задачі. Метою роботи є формування математичної моделі 

динаміки руху колісного трактора з урахуванням роботи гідропідтискної муфти.  

Для досягнення поставленої мети необхідно вирішити наступні задачі:  
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– навести методичні вказівки до формування рівняння колінчастого валу двигуна 

внутрішнього згоряння з урахуванням зміни паливоподачі;  

– навести методичні вказівки до складання математичної моделі трансмісії колісного 

трактора; 

– аналіз результатів моделювання процесу розгону колісного трактора. 

Методичні вказівки до формування рівняння колінчастого валу двигуна 

внутрішнього згоряння з урахуванням зміни паливоподачі. Досліджуючи динаміку 

перехідних процесів, які виникають в колісному тракторі, перш за все проводять моделювання 

таких процесів, як розгін та гальмування. Суттєвий вплив на процеси розгону та гальмування 

машинно-тракторного агрегату чинить безліч факторів та параметрів, проте основним є робота 

двигуна внутрішнього згоряння. В даній роботі дослідження процесу гальмування буде 

розглядатися лише в контексті зменшення подачі палива, тобто процес уповільнення машинно-

тракторного агрегату.  

На основі аналізу роботи [13] помітно, що найбільшу популярність отримали математичні 

моделі двигунів внутрішнього згоряння, які описують робочі процеси та засновані на ідеальних 

термодинамічних циклах Отто, Дизеля та Сабате-Тринклера.  

Розглядаючи математичні моделі, що описують робочі процеси в двигуні внутрішнього 

згоряння, необхідно відмітити: метод розрахунку термодинамічного циклу, який був вперше 

розроблений Гриневецким В.І., а пізніше удосконалений Мазингом Є.К.; математичну модель, 

яку запропонував Глаголєв М.М., що базується на методі балансу об’єму. В роботах Гузелла 

Л. при складанні математичних моделей, призначених для керування двигуном внутрішнього 

згоряння, автор використовує так звані «усереднені» моделі, які дозволяють моделювати 

роботу двигуна внутрішнього згоряння в режимі дійсного часу [13]. 

Відштовхуючись від поставлених задач, для математичного опису характеристики роботи 

двигуна внутрішнього згоряння, в якості базового, буде використовуватись рівняння руху 

колінчастого валу, що наведене в роботі [14]. Даний математичний опис не висвітлює зміну 

робочих процесів та не враховує гармонійних складових крутного моменту в двигуні 

внутрішнього згоряння, проте обраний підхід дозволяє моделювати роботу двигуна 

внутрішнього згоряння у відносних величинах, а також враховує завантаження по крутному 

моменту і по частоті обертання колінчастого валу та зміну параметру паливоподачі: 
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де J – приведений до колінчастого валу момент інерції махових мас двигуна внутрішнього 

згоряння; 1j, 1j – кутове прискорення та кутова швидкість ланки колінчастого валу двигуна 

внутрішнього згоряння; μнорм – нормований крутний момент двигуна внутрішнього згоряння; 

εr – коефіцієнт, який характеризує зміну паливоподачі; kх – коефіцієнт, що визначає крутизну 

регуляторної гілки зовнішньої швидкісної характеристики; Мном – номінальний крутний 

момент на колінчастому валу двигуна внутрішнього згоряння; Мс – момент опору руху.  

Поява гармонійних складових крутного моменту двигуна внутрішнього згоряння 

обумовлена крутильними коливаннями, які викликані дисбалансом, нерівномірністю опору 

руху, впливом карданних передач, долученням зубів шестерних передач і тощо. Розкладання 

періодичної зміни крутного моменту двигуна внутрішнього згоряння на гармонійні складові 

можливо зробити на основі принципу суперпозиції, використавши розкладання в ряди Фур`є 
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де МKr – амплітуда; Kr – номер гармоніки; δk – фазовий зсув. 

Таким чином, обчислення загального крутного моменту зводиться до знаходження суми:  
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Рис. 2 – Приклад гармонійної складової крутного моменту двигуна: 

а – двотактного двигуна; б – ЯМЗ-236 
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Методичні вказівки до складання математичної моделі трансмісії колісного 

трактора. Довговічність сучасних та перспективних трансмісій транспортних машин багато в 

чому обмежується високою динамічною навантаженістю, що формується зовнішніми та 

внутрішніми збуреннями. Нерівномірність навантажень викликає згинальні та крутильні 

коливання, що є причиною до 80% відмов.  

Формування математичної моделі трансмісії базується на постулатах таких вчених, як І.Б. 

Барский, В.Я. Анилович, Г.М. Кутьков, І.С. Чернявський.  

Динамічні навантаження в пружних ланках трансмісії, замінимо еквівалентною 

динамічною системою, що представляє собою систему наведених мас, пов'язаних між собою 

наведеними лінійними пружними елементами. Еквівалентна динамічна система повинна мати 

ті ж частотні характеристики, що й справжня система, для чого має бути дотримано рівність 

потенційної і кінетичної енергій еквівалентної і початкової систем. 

Частотний аналіз динамічної системи трактора показує, що дослідження крутильних 

коливань трансмісії може бути виконано незалежно від крутильних коливань колінчастого 

валу двигуна і поперечних коливань корпусу машини, так як системи між собою практично не 

пов'язані з-за значної різниці в частотах. 

При виборі рівнянь руху системи вважаємо, що пружні зв'язки в елементах 

багатоступінчастого редуктора лінійні; в муфті головного зчеплення, в муфтах коробки 

передач і бортових фрикціонах є нелінійність, обумовлена тертям; зазори в шліцьових 

з'єднаннях і провисання зчіпки знарядь з причепом відсутні; зв'язку системи стаціонарні і 

голономні. 

Розглянемо загальний випадок (рис. 3): еквівалентну систему з n зосередженими масами, 

з'єднаними між собою n-1 пружними елементами валу. У якості узагальнених координат 

системи приймаємо кути закрутки мас φi. Всі динамічні параметри системи приведені до 

первинного валу коробки передач. 

 
Рис. 3 – Еквівалентна схема трансмісій трактора ХТЗ-240К: 

J1 – момент інерції мас двигуна, маховика і муфти зчеплення; J2 – момент інерції мас 

коробки передач і роздавальної коробки; J3, J4 – моменти інерції половини маси карданної 

передачі і мостів; J5 – момент інерції мас головної передачі; J6 – момент інерції мас колеса з 

бортовим редуктором; J7 – для I-IV передач момент інерції четвертої частини поступально 

рухомих мас трактора, для V – VIII передач – момент інерції половини поступально рухомих 

мас трактора і маси колеса з бортовим редуктором; С12 – жорсткість валу муфти зчеплення і 

частини первинного валу коробки передач; С23 – жорсткість частини валу приводу моста і 

фланцевого з'єднання карданної передачі моста; С34 – жорсткість валу кардана;  

С45 – жорсткість елементів з'єднання малої конічної шестерні; С56 – жорсткості 

піввісей моста; С67 – жорсткість шини 

Система диференціальних рівнянь коливань мас трансмісії має наступний вигляд: 
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де J11 – момент інерції рухомих мас двигуна, маховика і та ведучих елементів муфти 

зчеплення; J12 – момент інерції ведених елементів муфти зчеплення; Ki – коефіцієнт загасання; 

Mf(t) – крутний момент від сил опору; MM(t) – момент тертя муфти зчеплення; MФ(t) – момент 

тертя фрикціонів; Mкар(t) – крутний момент від впливу карданної передачі; Mφ(t) – момент 

зчеплення рушія трактора з ґрунтом.  

Під навантаженням розуміється момент опору на ведучих колесах, який розраховується 

наступним чином: 

( )f k kM P Gf r= + ,                                                        (6) 

де Pk – середнє значення дотичної сили тяги; G – вага; f – коефіцієнт опору кочення. 

Алгоритм роботи муфти зчеплення наступний: 
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де β – коефіцієнт запасу муфти зчеплення; Tcl – час роботи муфти зчеплення; Ton – час 

початку роботи муфти зчеплення. 

Момент тертя фрикціонів визначається з рівняння 

( )П Ц ПРM R Z pF P kPmF= Ö Ö + -,                (8) 

де μ – коефіцієнт тертя; R – радіус тертя; z – число 

пар поверхонь тертя ; p(t) – статичний тиск робочої 

рідини в силовому циліндрі (без урахування 

відцентрового зусилля рідини); FП – площа поршня 

силового циліндру; PЦ – відцентрове зусилля рідини; k 

– кількість віджимних пружин; PПР – зусилля 

віджимної пружини. Одним з основних параметрів 

гідравлічно-керованими фрикційними муфтами 

тракторних коробок передач, які визначають 

навантаженість, термін працездатності муфт та 

динамічні якості трактора – є тривалість ввімкнення 

муфт. З роботи [15] відомо, що тривалість ввімкнення 

гідропідтискної муфти становить 1 сек. 

 
Рис. 4 – 3D зображення 

фрикційного елементу 

(гідропідтискної муфти) 

Окрім того, крутний момент на гідропідтискній муфті MФ(t) залежить від форми зміни 

тиску p(t) при ввімкненні та виключенні. Так на рис. 5 наведено експериментальні результати 
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залежності зміни тиску робочої рідини в гідромуфті. За даними з роботи [15] статичний тиск 

робочої рідини в силовому циліндрі дорівнює 1 МПа, а тривалість ввімкнення муфт складає 1 

сек. 

 
Рис. 5 – Залежність тиску p(t) у гідромуфті при 

її включенні pвкл та вимкненні pвикл [15] 

Залежність з рис. 5 зміни тиску робочої 

рідини в гідропідтискній муфті можливо 

апроксимувати та математичним шляхом 

реалізувати використовуючи метод 

апроксимації: 
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де t1 – час початку роботи муфти. 

Аналіз результатів моделювання процесу розгону колісного трактора. На рис.6, 7 

наведено результати моделювання роботи головної муфти зчеплення (при Pk = 0), як помітно з 

аналізу час роботи муфти зчеплення значно збільшився, що пов’язано зі збільшенням 

інерційних та масових характеристик.  

    
а                                                                           б 

Рис. 6 – Зміна кутової швидкості при ввімкненні головної муфти зчеплення  

(Ton = 2 сек; Tcl = 3 сек): 

а – 1 передача тягового ряду; б – 1 передача транспортного ряду; 1 – кутова швидкість 

колінчастого валу двигуна; 2 – кутова швидкість первинного валу трансмісії 
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а                                                                           б 

Рис. 7 – Зміна крутного моменту двигуна (ЯМЗ-236) при ввімкненні головної муфти 

зчеплення (Ton = 2 сек; Tcl = 3 сек) без врахування (1) та з врахуванням (2) гармонійної 

складової: а – 1 передача тягового ряду; б – 1 передача транспортного ряду 

На рис. 6,7 наведено результати моделювання зміни показників двигуна внутрішнього 

згоряння при максимальній подачі палива (тобто εr = 1), тому проаналізуємо зміну кутової 

швидкості та крутного моменту колінчастого валу при εr = var (рис. 8). 

   
а                                                                           б 

   
в                                                                           г 

Рис. 8 – Зміна експлуатаційних показників при ввімкненні головної муфти зчеплення 

(Ton = 2 сек; Tcl = 3 сек): а, в – 1 передача тягового ряду; б, г – 1 передача транспортного ряду;  

а, б – кутова швидкість колінчастого валу, швидкість та параметр регулювання подачею 

палива; б, г – крутний момент; 1 – без врахування гармонійної складової;  

2 – з врахуванням гармонійної складової 
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а                                                                                     б 

Рис. 9 – Зміна показників при розгоні трактора на транспортному діапазоні: 

а  – кутова швидкість колінчастого валу та швидкість руху; б – крутний момент 

первинного валу КПП та крутний момент на колесі 

На рис. 9 представлено результати моделювання процесу рушання та розгону колісного 

трактора на транспортному діапазоні руху, помітно що при перемиканні передач 

спостерігається не суттєве підвищення швидкості, що свідчить про наявність інерційних 

складових руху.  

Як помітно з результатів моделювання процесу розгону трактора зміна показника 

паливоподачі корелює варіювання техніко-експлуатаційних показників транспортного засобу 

та дозволяє оптимізувати процес виходу трактора на робочі швидкості руху з найменшою 

витратою палива. 

Перспективи подальших розрахунків. Представлена математична модель процесу 

розгону колісного трактора в подальшому стане підґрунтям для аналізу динаміки руху 

транспортних засобів з сучасними трансмісіями (рис. 10). 

 

 
 

а б в 

Рисунок 10 – Типи трансмісій, які встановлюються на сучасні колісні трактори: 

а – преселективна КП (ХТЗ-160У); б – гідрооб’ємно-механічна ГОМТ-1С (ХТЗ-242К); в – 

з подвійним зчепленням (Claas серії Axion)  

А також надасть змогу оптимізувати процес узгодження роботи двигуна внутрішнього 

згоряння та трансмісії при виконанні транспортних та технологічних робіт шляхом визначення 

раціональних змін техніко-експлуатаційних показників. 
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Висновки. В роботі наведено методичні викладки, за допомогою яких можливо виконати 

математичне моделювання роботи колінчастого валу двигуна внутрішнього згоряння з 

наявними гармонійними складовими, а також з можливістю керування подачею палива. 

Представлено алгоритм моделювання роботи трансмісії з урахуванням роботи головної 

муфти зчеплення та гідропідтискних муфт при перемиканні передач . Як результат отримано 

залежності зміни техніко-експлуатаційних показників колісного трактора на етапі рушання та 

розгону. Практична значимість роботи полягає у подальшій можливості її використання при 

оцінці показників колісного трактора, який оснащується преселективною та гідрооб’ємно-

механічною трансмісіями, а також трансмісією, яка використовує технологію подвійного 

зчеплення.  
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